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Аннотация: в работе представлены 
исследования автоколебательных процессов, 
которые возникают в системе «перевёрнутый 
маятник» при организации скользящего 
режима для её стабилизации.  При анализе 
автоколебательных процессов учитывались 
не идеальности исполнительного механизма: 
гистерезис и зона нечувствительности. Расчёт 
производился на основе известных методов 
гармонической линеаризации, гармони-
ческого баланса, метода Гольдфарба и способа 
Коченбургера. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Задача стабилизации системы «перевёрнутый 
маятник» сводится к задаче управления 
неустойчивыми колебательными объектами. 
Заинтересованность в подобных системах 
понятна, так как данная задача находит 
применение в различных отраслях 
промышленности, например, в робототехнике 
[1]. 

Также примером подобной системы может 
служить поведение ракеты при взлёте. Двигатель 
ракеты расположен ниже центра тяжести, и 
поддержание корпуса в вертикальном состоянии 
является достаточно сложной задачей[2].  

Так же примером таких систем является 
контроль ядерных реакций на атомных 
электростанциях АЭС[3-4]. Известно, что 
процессы, протекающие в ядерном реакторе, 
являются неустойчивыми, и если не 
контролировать их должным образом, то 
произойдёт авария, от которой пострадают 
многие жизни. Но, научившись управлять 
такими реакциями, мы получаем очень большую 
выгоду для человечества в виде электричества с 
довольно большим КПД, чего не скажешь о 
других ЭС, которые основываются на 
устойчивых процессах [5].  

Вся сложность реализации систем для 
управления объектами типа «перевёрнутый 
маятник» заключается в нелинейности 
уравнений, которые описывают их поведение.  

Также имеются сложности в процессе 
моделирования из-за отличия реальной системы 

от её математической модели. Кроме того, часто 
невозможно учесть влияние различных 
факторов, которым подвержена система: 
внешние механические воздействия, конструк-
тивные особенности объектов, и т. д. 

Система «перевёрнутый маятник» 
представляет собой успешную лабораторную 
идеализацию неустойчивых объектов.  Она 
состоит из маятника, шарнирно закреплённого на 
основании подвижной каретке, которая 
перемещается в плоскости оси закрепления с 
помощью силы, прикладываемой управляющим 
двигателем. Суть управления заключается в том, 
чтобы отрабатывать малейшие углы наклона 
маятника с помощью перемещения каретки так, 
чтобы маятник всегда находился в вертикальном 
положении.  

1. ОПИСАНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 
И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Перевёрнутый маятник состоит из двух 
частей:  

a) подвижной каретки, которая способна 
перемещаться в оси под действием силы, 
прикладываемой управляющим двигателем;  

б) однородного стержня (маятника), 
шарнирно закреплённого на каретке. 

Схематичное представление системы 
представлено на рис.1. 

Здесь )(tϕ  – угол отклонения маятника от 

вертикали (выходная переменная), )(tU  – 

прикладываемая сила (входная переменная),  

)(ts  – перемещение каретки, 1m – масса 

каретки, F – коэффициент трения при движении 
каретки, J – момент инерции маятника 
относительно центра тяжести, L – расстояние 

между осью и центром тяжести маятника, 2m  – 

масса маятника, g – ускорение силы тяжести, 
H(t)  и V(t) – горизонтальная и вертикальная 
силы реакции у оси маятника. 
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Рис. 1. Объект управления «перевёрнутый маятник» 

 
При составлении математической модели 

следует помнить, что она никогда не будет 
точной копией исследуемого объекта, так как 
при её составлении всегда делают какие-либо 
допущения и упрощения. Поэтому для одной и 
той же системы, в зависимости от целей 
управления, она может быть разной. В 
результате приходится идти на компромиссы, 
упрощать модель, тем самым жертвуя более 
точными свойствами реальной системы, или, 
наоборот, составлять максимально 
приближенную к реальному объекту модель, тем 
самым усложнив процесс исследования. 

Если при описании математической модели 
учитывать только трение при движении каретки, 
и не учитывать трение оси маятника, то 
нелинейная математическая модель объекта 
будет иметь следующий вид [6]: 
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Система (1) была получена на основании 
уравнений второго закона Ньютона, которые 
описывают динамические свойства объекта.  

Систему (1) можно линеаризовать, при 
допущении, что максимальные углы отклонения 
маятника не превышает ±5°. Тогда функции sin 
и cos в (1) можно разложить в ряды Тейлора с 
подстановкой только первых членов рядов 
разложения [7]. 

Линеаризованная модель системы (1) примет 
вид: 
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Задачей синтеза для исследуемого объекта 
является приведение угла отклонения маятника 
от вертикали к нулевому значению с 
одновременной стабилизацией каретки в 

ограниченном диапазоне в соответствии с 
условиями: 
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при выполнении требования по быстродействию 
к переходному процессу в системе 

 tп ≤ tп
*.     (4)    

2. РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМА СТАБИЛИЗАЦИИ 

Для синтеза нелинейных систем с разрывным 
характером управляющего воздействия хорошо 
зарекомендовал себя метод скользящих режимов 
[8].  

В литературе известен способ организации 
скользящего режима для данного объекта [6] с 
формированием закона управления следующего 
вида: 

  ( ),   U Usign S x=  (5) 

где максимальный уровень размаха реле, 
который допускается технически: 

 
,   ( ) 0,

- ,    ( ) 0.
U S x

U
U S x

+ >=  <
 (6) 

S(x) – поверхность скольжения, которая 
формируется в виде суммы 2-х составляющих F1 
и F2: 

 1 2( ) ,  S x F F= +  (7) 

где: 
 1 1 1 2 2 F x xγ γ= − −  (8) 

выбирается с целью стабилизации вырожденной 
подсистемы каретки, а 

 2 3 3 4 4- -  F x xγ γ=  (9) 

выбирается с целью стабилизации угла маятника.  
Уравнения объекта «перевёрнутый маятник» 

заданы не в канонической форме, поэтому чтобы 
сформировать поверхность  скольжения 
предлагается предварительно преобразовать 
исходную линейную модель объекта к 
канонической форме фазовой переменной и 
задать уравнение поверхности в каноническом 
координатном базисе. Для этого необходимо 
выполнить следующее преобразование: 

 x Tx∗= ,  (10) 
где: 

1 2 3 4,   ,   ,   
T

x x x x x∗ ∗ ∗ ∗ ∗=    - преобразованный 

вектор состояния. 
Матрица T находится следующим образом: 

 T PM= ,  (11) 
где P – матрица управляемости объекта, а 
матрица M составляется из коэффициентов 
характеристического полинома матрицы A: 
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Матрица T может быть вычислена по 
следующему выражению: 
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Уравнения объекта в канонической форме 
фазовой переменной принимают вид: 
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При синтезе системы со скользящим 
режимом предполагается организовать в системе 
внутренней автоколебательный контур. Отсюда 
следует, что необходимо выбрать структуру и 
параметры фильтров оценки состояния, для 
оценки недоступных измерению переменных 
состояния, так как при формировании 
поверхности потребуется весь вектор состояния. 
В объекте кроме выходной переменной y(t) 
измеряется координата каретки x1(t) Если 
проанализировать уравнение для выходной 
переменной (14), то можно заметить, что 
координату x3(t) можно восстановить 
алгебраически. Для того, чтобы получить вектор 
оценок состояния, будем использовать два 
фильтра оценки состояния [9] второго порядка с 
одинаковыми передаточными функциями: 

1 2 2 2

1
( ) ( ) ,

2 1Ф Ф
ФФ

W p W p
T p dT p

= =
+ +

 (15) 

где TФ – постоянная времени фильтра, d – 
коэффициент демпфирования. 

С помощью одного фильтра будем получать 
оценки для x1(t) и x2(t),  с помощью второго – 
оценки x3(t) и x4(t). Для данной задачи будет 
достаточно фильтра второго порядка, он 
справится как с фильтрацией высокочастотных 
помех, так и с организацией внутреннего 
автоколебательного контура. Структурная схема 
фильтра оценки состояния второго порядка для 

получения оценок xx ˆ,ˆ &  представлена на Рис. 2. 

 
Рис. 2. Структурная схема фильтра оценки состояния 

 

3. ИССЛЕДОВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
АВТОКОЛЕБАНИЙ В СИСТЕМЕ С РЕЛЕЙНЫМ 
ИСПОЛНИТЕЛЬНЫМ МЕХАНИЗМОМ ПРИ 
НАЛИЧИИ ПЕТЛИ ГИСТЕРЕЗИСА 

Структурная схема замкнутой системы при 
использовании операции «расщепления» 
фильтра представлена на Рис. 3. Пунктирной 
линией выделен контур быстрых движений для 
расчёта частоты и амплитуды автоколебаний. 
Выделены связи, которыми пренебрегают при 
расчётах параметров автоколебаний. В качестве 
исполнительного механизма выступает реле с 
гистерезисом. 

Согласно методу Коченбургера основное 
уравнение метода гармонического баланса [10– 
11] разрешается следующим образом: 

1
( ,  )

( )нэ
л

W A j
W j

ω ω= − , 

где 1( )лW jω −−  – отрицательная обратная 

частотная характеристика приведённой 

линейной части, ( ,  )нэW A jω – характеристика 

гармонически линеаризованного нелинейного 
элемента. Точки пересечения двух характеристик 
будут свидетельствовать о наличии в системе 
колебательного режима. Причём частота 
колебаний будет определяться по обратной 
частотной характеристике линейной части 
системы, а амплитуда – по характеристике 
нелинейного элемента в точке пересечения.  

В качестве нелинейного элемента в контуре 
быстрых движений используется реле с петлёй 
гистерезиса. Для него коэффициент 
гармонической линеаризации имеет следующий 
вид [10]: 

 
2

2 2

4 4
( , ) 1 ,нэ

U a Ua
W A i i

A A A
ω

π π
= − −%

% % %
 (16) 

где A
~

– амплитуда автоколебаний координаты 
*
4x , которую необходимо найти, a – ширина 

петли гистерезиса. 
Передаточная функция приведённой 

линейной части контура быстрых движений 
имеет следующий вид:  
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Условия существования автоколебаний 
согласно методу Коченбургера имеют вид:  

2
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Решая уравнения системы (18) можно 
получить оценки амплитуды автоколебаний 

координаты *
4x : 

 
2 3

2

4
( 2 фф

Ua
A

T dT aπ ω ω ω
=

− + +
% .  (19) 

Выражение для оценки амплитуды выходной 
координаты y имеет следующий вид:  

2 1
2 1 sin cos

Ab c
y b c A tdt tω ωω∫= − =

%
% . (20) 

Введём обозначение: 

  2 1
y

Ab c
A ω=

%

. (21) 

Выражением (21) определяется оценка 
амплитуды выхода y. 

Подстановка рассчитанного значения оценки 
амплитуды (19) в первое уравнение системы (18) 
не позволила получить оценку частоты 

автоколебаний координаты *
4x . Поэтому 

дальнейшее определения параметров 
автоколебаний проводилось графическим 
способом. На комплексной плоскости была 
построена отрицательная обратная частотная 
характеристика линейной части при заданных 
параметрах объекта и фильтра оценки состояния 
и характеристика нелинейного элемента при 
различной ширине петли гистерезиса a. В ходе 
расчёта была установлена зависимость 
параметров автоколебаний (амплитуды и 
частоты) от ширины петли гистерезиса (Рис. 4). 

 

 
Рис. 3. Структурная схема для расчёта параметров автоколебаний с учётом гистерезиса 

Далее проведено сравнение расчётных 
значений параметров автоколебаний со 
значениями, полученными при моделировании 
системы. Результаты приведены в Таблице 1. Как 
видно из таблицы, значения автоколебаний, 
полученные методом Коченбургера, и значения 

автоколебаний, полученные в результате 
моделирования, существенно отличаются, 
поскольку в расчётной схеме пришлось 
пренебречь некоторыми важными связями (см. 
Рис. 3), а сам метод Коченбургера является 
приближенным. 
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Рис. 4. Зависимость параметров от ширины петли гистерезиса при ширине петли a = 0.03 

 
Таблица 1 

 
 
Ниже приведены графики зависимостей 

амплитуды и частоты автоколебаний от 
параметров фильтров оценки состояния и уровня 
полки реле, при фиксированной ширине петли 
гистерезиса. Ими можно воспользоваться, когда 
требуется получить наперёд заданные значения 
параметров автоколебаний выходной 
координаты. 

 
Рис. 5. Зависимость частоты выходной координаты от 
постоянной времени фильтра при ширине петли 

гистерезиса a = 0.03 

 
Рис. 6. Зависимость амплитуды выходной координаты 
от постоянной времени фильтра, при ширине петли 

гистерезиса a = 0.03 

 
Рис. 7. Зависимость частоты выходной координаты от 
коэффициента демпфирования, при ширине петли 

гистерезиса a = 0.03 
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Рис. 8. Зависимость амплитуды выходной координаты 
от коэффициента демпфирования, при ширине петли 

гистерезиса  a = 0.03 
 

 
Рис. 9. Зависимость частоты выходной координаты от 
уровня полки реле, при ширине петли гистерезиса  

a = 0.03 

 

Рис. 10. Зависимость амплитуды выходной 
координаты от уровня полки реле, при ширине петли 

гистерезиса  a = 0.03 

4. ИССЛЕДОВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
АВТОКОЛЕБАНИЙ В СИСТЕМЕ С РЕЛЕЙНЫМ 
ИСПОЛНИТЕЛЬНЫМ МЕХАНИЗМОМ ПРИ 
НАЛИЧИИ ЗОНЫ НЕЧУВСТВИТЕЛЬНОСТИ 

Структурная схема замкнутой системы имеет 
такой же вид, как показано  на Рис. 3. В отличие 
от предыдущего случая в качестве 
исполнительного механизма будет 
использоваться реле с зоной нечувствительности, 
а для расчёта параметров автоколебаний - 
графоаналитический способ Гольдьфарба, 
уравнение которого имеет вид: 

1
( )

( , )л
нэ

W j
W A j

ω ω= − . 

Если частотная характеристика приведённой 
линейной части и отрицательная обратная 
характеристики гармонически линеаризованного 
нелинейного элемента не пересекаются, то 
периодических процессов в нелинейной системе 
не возникает. При наличии пересечений частота 
автоколебаний определяется по частотной 
характеристике линейной части системы, а 
амплитуда – по характеристике нелинейного 
элемента в точке пересечения.  

Для реле с зоной нечувствительности 
коэффициент гармонической линеаризации 
имеет следующий вид [10]: 
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, (22) 

где A
~

 - амплитуда автоколебаний координаты 
*
4x , которую требуется рассчитать. 

Передаточная функция приведённой линейной 
части определяется в соответствии с выражением 
(17). Условия существования автоколебаний 
согласно методу Гольдфарба имеют вид: 
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Решая уравнения системы (23), можно 
получить оценки частоты и амплитуды 

автоколебаний координаты *
4x . 

Частота выходной координаты 
определяется в соответствии с формулой: 

 2
1

 =  2 1 ф
ф

dT a
T

ω + . (24) 

Амплитуда определяется по выражению:  

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( 2 1)1
2

( 2 1)

Z Z a d B dB Z
A

d B dB

π
π

− + + +
=

+ +
% , 

Где UTZ Ф= , ФTaB 2=  – коэффициенты, 

введённые для упрощения записи формулы. 
Выражение для оценки амплитуды выходной 
координаты y имеет вид: 

2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2 2

( 2 1)2
.
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π
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 Проанализируем влияние ширины зоны 
нечувствительности на параметры 
автоколебаний (Рис. 11). 
 

 
 

Рис. 11. Зависимость параметров автоколебаний, полученных методом Гольдфарба, от ширины зоны 
нечувствительности

 
Видно, что ширина зоны нечувствительности 

влияет лишь на начальную точку отрицательной 
обратной характеристики нелинейного 
элемента. На параметры автоколебаний она не 
влияет, так как характеристики всегда 
пересекаются в одной точке. Однако, начиная с 

некоторого значения  (в нашем случае это 
0.02), характеристики перестают пересекаться. 
Это означает, что при 02.0≥a , в системе нет 
автоколебаний.   

Сравним параметры автоколебаний, 
полученные расчётным путём, со значениями, 
полученными при моделировании системы 
(Таблица 2.)  Как видим, результаты расходятся 
в значениях, что можно объяснить тем, что при 
расчете пришлось пренебречь двумя связями, 
входящими в автоколебательный контур, да и 
сам метод Гольдфарба, как и способ 
Коченбургера, является приближенным. В 
дальнейшем для исследования использовался 
метод моделирования. 

Ниже приведены графики (Рис. 12-15) 
зависимости амплитуды и частоты 
автоколебаний от параметров фильтра оценки 
состояния, которыми можно воспользоваться, 
когда требуется получить наперёд заданные 
значения параметров автоколебаний выходной 
координаты. 

 

 
Таблица 2 

 
 
 

 
Рис. 12. Зависимость амплитуды автоколебаний 
выходной координаты от постоянной времени 

фильтра 
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Рис. 13. Зависимость частоты автоколебаний 
выходной координаты от постоянной времени 

дифференцирующего фильтра 
 

 
Рис. 14. Зависимость амплитуды автоколебаний 

выходной координаты от коэффициента 
демпфирования 

 

 
Рис. 15. Зависимость частоты автоколебаний 
выходной координаты от коэффициента 
демпфирования 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе были проведены исследования 
автоколебательных процессов, которые 
возникают в системе «перевёрнутый маятник» 
при организации скользящего режима.  При 
анализе процессов учитывались не идеальности 
исполнительного механизма: гистерезис и зона 
нечувствительности. Расчёт производился на 
основе известных методов гармонической 
линеаризации, гармонического баланса, метода 
Гольдфарба и способа Коченбургера. 

Были получены графики зависимостей 
параметров автоколебаний от параметров 
фильтра оценки состояния, которыми можно 
воспользоваться для получения заданных 
значений параметров на выходе системы без 
каких-либо дополнительных расчётов. 
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Study of Self-Oscillations in the Inverted 
Pendulum System, Taking into Account 

the Imperfections of the Executive 
Mechanism 

K.N. MELESHKIN. D.N. GALKIN. 
G.V. SABLINA 

Novosibirsk State Technical University, 
Novosibirsk, Russia 

Abstract: The paper presents research of self-
oscillating processes that arise in the «inverted 
pendulum» system at the organization of a sliding 
mode for its stabilization. In the analysis of self-
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oscillating processes, the imperfections of the 
actuator were taken into account: hysteresis and 
dead zone. The calculation was carried out on the 
basis of the known methods of harmonic 
linearization, harmonic balance, the Goldfarb 
method and the method of Cochenburger. 

Key words: inverted pendulum, hysteresis, dead 
zone, sliding mode, self-oscillations. 
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